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Sadrzaj



|lzraCunavanje inverzne%
transformacije

Inverzna % transformacija omogdtava da se odredi signdln| krenu\éi od njegoveZ transformacije
F(z). Na raspolaganju su tri metode kojima se mogu odrediti adbignalaf[n].

1. Razvoj u parcijalne razlomke
2. Definicioni integral

3. Beskonéno deljenje polinoma

1.1 Razvoju parcijalne razlomke

Na prethodnontasu smo radili izréunavanje inverzne transformacije razvijanjem izraza u parcijalne
razlomke. @ekujem da do kraja semestra zbirka bude gotova u celo&le da se ubace i oblasti koje smo
vet presli nacasovima. Redovneu na sajtu katedre postavljati materijal a najkasnije vaki&ako bi u sredu
bio dostupan za eventualna pitanja. Za konsultazijesim sredom od 12.00 do 14.00 biti dostupan i radnim
danima od 20.00 do 21.00 h. Moj skype nalog: goran.stancicl3

1.2 Definicioni integral
Odbirci signala u viemenskom domehpn] se dobijaju konturnim integralom

fn] = j%TﬁF(z)z"*ldz (1.1)

gdeC predstavlja zatvorenu konturu koja obuhvata sve polovénpegralne funkcije. KoBtenjem Ka&ijeve
teoreme o ostacima izZtanavanje integrala se svodi na sumiranje ostataka u posopbdintegralne funkcije
tj.

fin = Z RegF (22" ]| _, (1.2)

gde su sapy obel&eni polovi podintegralne funkcij& (2)2"* a Res{F(z)z”*l] predstavljaju ostatke u
polovimaz = p.
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Zadatak 21 Upotrebom definicionog integrala odrediti immerZ” transformaciju izraza

1+2z 14273

FO=a— a0 (1.3)
Resenje
MnoZenjem brojioca i imenioca izraza.@) saz® dobija se
Z2+22+1
Fd= s z-079 (14)
Primenom izrazal(.2) se dobija
(B+22+ 1)1 z3+222+12n 2
Req [ s)
2(z—1)(z—0.75)  1z=pc —1)(z—0.75) ‘2=
Zanima nas da odredimo vrednosti svih odbiraka sidtité, tj. vrednostif[0], f[1], f[2],..., odnosno
vrednostizan=0,1,2,....
Zan=_0izraz (L.5 postaje
ed z3+2z2+1 1, —Req (Z+22+1) ]|
Z 2(z—1)(z—0.75)" 1= Z2(z—1)(z—0.75)" =0 (1.6)

z3+222+1) (B+22+1)
2(z— 1)(2—0.75)]|Z 1 HRe $ 2(z— )(2_0_75)”2:0.75

+Reg

Napomena: kada je pol dvostruk, kéto je sada sltaj sa polom u koordinatnom petku ¢ = 0) razvojem
u parcijalne razlomke javljaju se dééana oblika

rn rz
2z
Ostatak u polu koji treba izBainati za izraz1.6) je vrednost,. Ostatak u polui; ratuna se na osnovu izraza

i (Z+22+1)
z-0(z—1)(z—0.75)
Ovu vrednost nije neophodno iZianavati ali nam je ovaj izraz potreban za odvadjer; tj.

(1.7)

d (B2+22+1) (322 +42)(z— 1)(z— 0.75) — (2 + 222+ 1)[1- (z— 0.75) + (z— 1) - 1]

[
=M A Do) — M (z—1)2(z—0.75)2
~ 0(-1)(-0.75) - (04+-0+1)[1-(-0.75)+(0—-1)-1] 28
- (—1)2(—0.75)2 )
(1.8)
tako da prvi odbirak signal&[n] ima vrednost
(B+22+1) (B +22+1)
f[o}_rz—Hl —1 72(z—0.75) ZEE)T}S 2(z—1) (1.9)

28 4 075°42.07%+1

= — _ = 1
o "025" 077 (—025

Zan=1izraz (L.5) postaje
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z3+222+1 Z2+272+1
ZR YZ= 07)5)]|z=pk = es{mﬂpo
z3+2z2+1 Z2+272+1
+Re 5[—207)5)]| Reffemﬂz:avs (110
(B+22+1) (B+22+1) (B+22+1) '
= [mﬂko [mﬂz 1t [ﬂ”z:O.?S
1 4 075+2.075%+1 4 163 15
~ 1075 T025" o075-025 3 " 1272

Zan > 2 podintegralna funkcija ne poseduje pat & 0 tako da preostaju samo poloviey=1iz= 0.75.
Sada se odbirci signalfin] raCunaju na osnovu izraza

z3+222+1 22

ZR # )(z— 075)]|Z=pk

_ 23+222+1)Z” 2 (B+22+1)2"2
RS{ (z—1)(z— 075)]|Zl RS{ (z—1)(z— 075)]|Z 0.75

(1.12)
im [(z3+222+1)z”* T4 [(234—2224—1)2” 2]
ozl (z—0.75) 2-0.75 (z—1)
4.1"2  (0.75°+2.0.75 4+ 1)0.75"2 (163/64)0.75" 163__ .
~ (0.25) —-0.25 =16+ (—0.25)0.7% =16-757073
Na ovaj n&in odretni su svi elementi signalgn] tj
1 za n=20
15
fln) = vy za n=1 (1.12)

6—1—;53075n za n>2

U nastavkutemo samo poldati da dobijeni rezultat damo u kompaktnijem obliku. Vresinzraza 16-

1830.75" zan =0 je 16— 133 = 169163 _ 144163 _ —19 7an = 0 odbirak signald [n] ima vrednost %= 3,

tako da je izraz 16- 15%0. 75n zan = 0 potrebno korlgovatl (& =32 + korekcija) za vrednoste.

Zan= 1 |zraz 16— 18%0.75" (koji vazi samo zan > 2) ima vrednost 16- 1832 = 2 a odbirak S|gnala

f[n] iznosi 4 , tako da vrednost izrazdl (L4) treba korigovati za vrednoé (dobijena iz Jedname
23 + korekcija).

Ovo nam omogtava da signaf [n] zap§emo u obliku

f[n]:gé[n]Jrgé[nfl]Jrle %)’0.75n za n=0,12,... (1.13)

Ovako dobijen rezultat mkemo lako proveriti koBtenjem Matlaba.
syms z n
Fz=(z"3+2*2"2+1)/(z*(z-1)*(z-0.75))

fn=iztrans(Fz)

na osnovitega se dobija
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fn =

(4*kroneckerDelta(n - 1, 0))/3 - (163*(3/4)'n)/9 +

(28*kroneckerDelta(n, 0))/9 + 16

Na slici 1.1 je prikazano prvih 25 odbiraka signalén|.

Sl. 1.1: Signalf [n], prvih 25 odbiraka

1.3 Beskon&no deljenje polinoma

Zadatak 31 Metodom beskatraog deljenja polinoma odrediti prvatlana signald [n] Cija 2 transfor-
macija ima vrednost

1+z 142224373
(1-0.252°1)(1-0.521)(1-0.75z° 1)

F(2) = (1.14)

Resenje:

Pre nego se pristupi deljenju polinoma neophodno je pditiriwojilac i imenilac saz®, E&ime se dobija

F(2)= Z2+7+22+3
~ (z—0.25)(z—0.5)(z—0.75)
a potom srediti imenilac kako bi se dobili polinomi po prorjignj z sa elementima koji su pofadi u
opadajiéem redosledu stepena. U tu svrhuzamo iskoristiti Matlab koristd naredbe

(1.15)

syms z
Imenilac=collect((z-0.25)*(z-0.5)*(z-0.75))

Sto kao rezultat daje

Imenilac =

73 - (3*2°2)/12 + (11*z)/16 - 3/32
a na osnovigega izraz .15 postaje

2+7+22+3
F(z) = 1.16
( ) 23_222_’_%2_% ( )
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acijim se deljenjem dobija prvlan signalaf [n].

4 3, 11 3 22+ Tt 5
(z3+22+22+3).(23—§ZZ+1—62+3_2)*1+23_g22+%z+3%
3 11 3
R PR W) (1.17)
5 21 99
EZZ+1_62+3—2

Za deljenje polinoma nie biti iskorgten Matlab. Polinomi se unose kao vektori, tj. nizovi brajev
koji odgovaraju koeficijentima polinoma gde se podrazuntgevauclanovi uneseni po opaddjaj vrednosti
stepena. U konkretnom slaju

brojilac=[1 1 2 3 ]
imenilac=[1 -3/2 11/16 -3/32]

Polinome delmo naredbodeconv i kao rezultat se dobija kdlnik r i ostatak deljenja
[r,q]=deconv(brojilac, imenilac)
§to kao rezutat daje

r =

0 2.5000 1.3125 3.0938

U nastavku delimo brojilac i imenilac iz izraza.(7)

5, 21 99 3, 11 3. 5
TR Y P2 Tz Sy =27t
(37 + 171 3) (T 57 tqg?tgp) =57
5, 15 55 15

52 T 127 35T 6a% (1.18)

81, , 44 , 151
_ 32, 11,, 3
B3+ 52+ 5

81, 44 15
16”32 64

U narednom koraku delimo brojilac i imenilac iz izraZal(®

81 44 15 3, 11 3 81 B8yl 2
(—Z+—+—Z_1):(237—22+—z+—):—z‘2 32— 256 512
16" 32 64 2° 1167 32 16 B-32+Hz+ 3
(81 243 891 , 243 ,
16" 32 256 512 (1.19)

287 831 ; 243 ,
32 256 512
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S obzirom na opisanu procedurdinjenice da deljenje izvodimo s& u narednom koraku bi se dobio

kolitnik Z7z-3. Uze\si u obzir sve prethodne izraze zakljjemo da je

5 4, 81 _, 287 5 Naredniostatakdeljenja
F2)=14-z1+—z724+273
() =1+52"+ 357 "+ 55 5 32 171 2

(1.20)

Na osnovu izrazal(20) zakljucujemo da je

s obzirom daz ! ima fizicki smisao i odgovara Kajenju signala za jedan period odabiranja.ci®j ¢lan
Bz 2 predstavlja odbirak amplitudB koji kasni za dva perioda odabiranja (taktna intervala) nosti na
prvi odbirak koji je obelgen kaof[0]. Uostalom, do istog zaklitka se dolazi i krenwsi od definicije

transformacije

F(2) = if[n]z“ = f[0]+ f[z 1+ 2z 2 +...

Uporetdvanjem ovog izraza sa izrazorh.20) lako se u@avaju vrednosti odbirakg[0], f[1], ...

Signal f [n] u Matlabu mde biti odre@n i naredbondimpulse, €iji su ulazni argumenti koeficijenti poli-
noma iz brojioca i imenioca kao i @ina signala. Prvih 20 odbiraka signdlp] bice odre@ni naredbama

brojilac=[1 1 2 3]

imenilac=[1 -3/2 11/16 -3/32]
fn=dimpulse(brojilac,imenilac,20)
dimpulse(brojilac,imenilac,20)

Ovako odreén signalf [n] prikazan je na sliclL.2. (Naredbadimpulse sluzi za odredanje prvihn clanova
ipulsnog odziva sistem@ja je prenosna funkcija data preko polinoma.)

Impulse Response

Ampltude

8 10
Time (seconds)

Sl. 1.2: Signalf [n], prvih 20 odbiraka

Ova metoda, za razliku od opisane prethodne dve nije @rektodnosno pogodna za odnethje vre-
dnosti signala u vremenskom domenu na osnovu poz#ateainsformacije jer je za odradnje n-tog ¢lana
neophodno odrediti svih— 1 prethodnih a svi se dobijaju deljenjem dva polinoma.



